Тема

СГЛАЖИВАНИЕ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ
1 Тесты на наличие (отсутствие) тренда

Предварительным этапом выделения тренда из данных временного ряда является проверка гипотезы о существовании тенденции в исследуемом процессе. Для этой цели разработано множество достаточно простых критериев.

1 Метод разностей средних уровней 

Анализируемый ряд {хt} разбивается на две примерно равные части по числу уровней части Х1 и Х2 объёмами n1 и n2, каждая из которых рассматривается как самостоятельная выборочная совокупность, имеющая нормальное распределение. Для подвыборок Х1 и Х2 рассчитываются выборочные средние и дисперсии. Если временной ряд имеет тенденцию к тренду, то средние, вычисленные для каждой совокупности должны существенно (значимо) различаться между собой. Если же расхождение несущественно (случайно), то временной ряд не имеет тенденции.
Алгоритм:

Шаг 1 ряд {хt} разбивается на две примерно равные части по числу уровней части Х1 и Х2 объёмами n1 и n2.

Шаг 2 Для под выборок Х1 и Х2 рассчитываются выборочные характеристики: 

– выборочные средние:
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– выборочные дисперсии:
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Шаг 3 Для выявления наличие тренда во временном ряду проверяется две гипотезы. Выдвигается гипотеза о равенстве генеральных дисперсий для двух полученных совокупностей

Н0: σ12 = σ22
при альтернативной

Н1: σ12 ≠ σ22.

Проверка гипотезы осуществляется с помощью F статистики 
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имеющей распределение Фишера с df1 = n1 – 1 (большей дисперсии), df2 = n2 – 1  (меньшей дисперсии) степенями свободы.

Если при заданном уровне значимости α имеет место неравенство Fнабл ≥ Fкр, то гипотеза о несущественном различии дисперсий уровней ряда в частных выборках отклоняется и метод средних разностей не может быть применен. (Двухвыборочный Fтест).
В противном случае далее проверяется гипотеза о равенстве генеральных средних для двух полученных совокупностей. Выдвигается гипотеза 

Выдвигается гипотеза 

Н0: μ1 = μ2 

при альтернативной

Н1: μ1 ≠ μ2 

при несущественном различи дисперсий.

Проверяется гипотеза о равенстве генеральных средних с помощью t-статистики
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имеющей распределение критерия Стьюдента с df = n1 + n2 – 2 степенями свободы.

Если при заданном уровне значимости α имеет место неравенство |tнабл| ≥ tкр, то нулевая гипотеза о равенстве генеральных средних отклоняется с вероятностью p = 1 – α и во временном ряду присутствует тренд. (Двухвыборочный t-тест с одинаковыми дисперсиями).

2 Критерий «восходящих и нисходящих» серий

Против каждого из уровней временного ряда объемом Т ставится знак «+», если данный уровень больше предыдущего, или знак «–», если уровень меньше предыдущего. Получаем совокупность знаков объемом (T – 1). Последовательность из знаков «+» или «–» называется серией. 

Пусть  γ – общее количество серий данного временного ряда, Kmax – самая длинная серия из каких-либо знаков.

При уровне значимости α = 0,05 выдвигается гипотеза 

Н0: μ  = const 

при альтернативной

Н1: μ  ≠ const.

Если хотя бы одно из условий 

1) 
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2) Kнабл ≤ K0
окажется нарушенным, то гипотеза о неизменности среднего значения временного ряда отвергается с вероятностью ошибки ( (0,05 < ( < 0,0975). 

Критические точки для K0: 

K0 = 5, если Т < 26,

K0 = 6, если 26 < Т < 153,

K0 =7,если 153 <Т < 1170.
3 Метод Форстера-Стьюарта проверки гипотез о наличии или отсутствии тренда
Шаг 1. Каждый уровень временного ряда {хt} сравнивается со всеми предыдущими уровнями. На основании результатов сравнений определяются вспомогательные величины:

– индикатор события, что все предыдущие уровни ряда меньше текущего:
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– индикатор события, что все уровни ряда больше текущего:
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Рассчитываются величины dt = mt – lt и st = mt + lt. Очевидно, что


[image: image11.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

;

наибольший

ряда

уровень

если

1,

,

наибольшим

ни

наименьшим

ни

является

не

ряда

уровень

если

0,

,

наименьший

ряда

уровень

если

1,

t

d

 


[image: image12.wmf]{

.

случае

противном

в

1,

,

наибольшим

ни

наименьшим

ни

является

не

ряда

уровень

если

0,

=

t

s


Определяются величины:
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При уровне значимости α = 0,05 выдвигается гипотеза 

Н0: μ  = const
при альтернативной

Н1: μ  ≠ const.

Для проверки гипотезы используется t-критерий Стьюдента. Наблюдаемое значение t-критерия определяется по формуле:
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Критическое значение t критерия tкр = tα(T – 1) определяется по таблице распределения Стьюдента. Если |tDнабл| ≥ tкр то основная гипотеза об отсутствии тенденции в исследуемом временном ряде отвергается, т. е. тренд присутствует. Аналогично для tS.

4 Метод Чоу проверки стабильности тенденции

Метод или тест Чоу применяется для проверки гипотезы о стабильности временного ряда. Если ряд имеет нестабильную тенденцию, то с определенного момента времени  происходит изменение характера динамики анализируемого показателя под влиянием ряда внешних факторов (например, экономических кризисов, смены экономической политики и др.). Это приводит к изменению параметров уравнения тренда, описывающего данную динамику.

Весь временной ряд можно представить в виде двух подвыборок – до переломного момента и после этого момента. И пусть ESS, ESS1, ESS2 – суммы квадратов остатков для основной модели регрессии без ограничений, для первой и второй подвыборок.

Выдвигается основная гипотеза о структурной стабильности тенденции общего временного ряда. 

Н0: временной ряд содержит тенденцию

при альтернативной 

Н1:временной ряд не содержит тенденцию.

Для проверки гипотезы используется 
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статистика
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которая имеет распределение Фишера с df = m1 + m2 + 1, df = n – m1 – m2 – 2 степенями свободы.

Здесь m1, m2 число параметров (без свободного члена) в уравнениях построенных по подвыборкам, n – число наблюдений во всей совокупности.

При заданном уровне значимости α находится критическое значение статистики Fкр = Fα(m1 + m2 + 1; n – m1 – m2 – 2), по выборочным данным наблюдаемое Fнабл. Если Fнабл > Fкр, то нулевая гипотеза отклоняется, и временной ряд не имеет общей стабильной тенденции. В противном случае временной ряд может быть описан одним трендовым уравнением.

2 Метод последовательных разностей 
Метод последовательных разностей используется при выборе кривых полиномиального типа. Для применения данного метода к сглаживанию временного ряда необходимо выполнение следующих условий:

1. Исходные временной ряд должен состоять только из двух компонент – тренда и случайной компоненты: хt = Tt + ξt. 

2. Тренд должен быть гладким (его можно описать полином какого-либо порядка).
3. Математическое ожидание случайной компоненты должно быть равно 0, дисперсия ее должна быть постоянной величиной и она должна подчиняться нормальному закону распределения (ξt  – белый шум). 

Описание метода:

1. Вычисляются разности первого, второго и более высоких порядков по следующим соотношениям: 

∆хt = хt – хt – 1, ∆2хt = ∆хt – ∆хt – 1, ….

2. Для каждого разностного ряда вычисляется дисперсия (общая формула)
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где 
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 – биномиальные коэффициенты.

3. Производится последовательное сравнение дисперсий между собой. Процедура сравнения дисперсий продолжается до тех пор, пока две последовательные дисперсии не будут приблизительно равны между собой. Предположим что приблизительно равны дисперсии k-того и k – 1 ряда. В этом случае в качестве наилучшего выбирается полином k – 1 порядка. 

Оценка информационных потерь, возникающих вследствие сглаживания данных:
Относительная потеря информации в точке t:
δt = 
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Средняя относительная потеря информации по совокупности наблюдений:

ε = 
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Здесь I – период (база) сглаживания, Tt – уровни сглаженного ряда.
2.1 Метод простой скользящий средней

Используется для сглаживания тех временных рядов, для которых в качестве наилучшего выбран полином первого порядка. 

Алгоритм:

1. Определяется интервал сглаживания, т. е. число входящих в него уровней m, m < n. Число m определяют по следующим правилам:

a. Если нужно сгладить мелкие беспорядочные колебания, то значение m по возможности увеличивают, если же нужно сгладить циклически повторяющиеся колебания, то m уменьшают.

b. В качестве m рекомендуется брать нечетные числа.

2. Вычисляются средние значения уровней, входящих в интервал сглаживания.
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где х̅ – среднее значение уровней, входящих в интервал сглаживания, которое одновременно является сглаженным значением уровня, находящегося в середине интервала сглаживания, р = (m – 1)/2.
3. Производится сдвиг интервала сглаживания на одну точку вправо. Вычисляется среднее сглаженное значение для момента t + 1, затем снова производится сдвиг вычисления и т.д.

В результате такой итерационной процедуры получаем n – (m –1) сглаженных уровней ряда, т. е. не сглаживаются (теряются) p первых и p последних уровней исходного временного ряда, что является существенным недостатком данного метода. 

2.2 Метод взвешенной скользящей средней

Применяется для сглаживания тех временных рядов, для которых в качестве наилучшего выбран полином второго, третьего или более высоких порядков. Алгоритм метода практически такой же, как и алгоритм метода простой скользящей средней.  Различие состоит только в том, что каждому уровню, входящему в интервал сглаживания, предается определенный весовой коэффициент. Значение этого коэффициента зависит от порядка выбранного полинома, от интервала сглаживания и от местоположения уровня в интервале сглаживания. 

Взвешенное среднее x̂ равно
x̂t = a0t xt – 0 +  a1t xt – 1 + … + aIt xt – I,

a0t – весовые коэффициенты, a0t  +  a1t  + … + aIt = 1, ait ≥ 0.
Методы определения весовых коэффициентов:

а) отношение показателя в конкретный период времени к сумме показателей за все предшествующие периоды времени по базе сглаживания:
ait = 
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б) в зависимости от степени удаленности наблюдения базы сглаживания от

текущего момента времени:

ait = 
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Сглаживающий фильтр Хэмминга: взвешенное скользящее среднее x̂ с весами а1 = 0,25, a2 = 0,5 и a3 = 0,25, определяется по формуле

x̂ = 0,25 xt – 1 + 0,5 xt  + 0,25 xt + 1.
Недостаток метода: первые и последние р наблюдений ряда остаются несглаженными.

2.3 Метод экспоненциального сглаживания

Особенность метода экспоненциального сглаживания заключена в том, что в процедуре выравнивания каждого наблюдения используются только значения предыдущих уровней, взятых с определенным весом. Относительный вес каждого наблюдения уменьшается по экспоненте по мере его удаления от момента, для которого опре​деляется сглаженное значение. Основополагающий принцип – будущее сильнее зависит от настоящего и менее от недавнего прошлого.
Сглаженное значение наблюдения ряда x̂t на момент времени t определяется по формуле 

x̂t  = (xt  – (1– () x̂t –1,

где ( – сглаживающий параметр, характеризующий вес выравни​ваемого наблюдения, причем 0 ≤ ( ≤ 1.

Экспоненциальная средняя, т. е. сглаженное данным методом значение уровня ряда, является взвешенной средней всех предшествующих уровней:
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где 0 ≤ k ≤ t – 1 – число периодов отставания от момента t; x̂0 – величина, характеризующая начальные условия.

Затруднения при использовании метода экспоненциального сглаживания:

· выбор сглаживающего параметра (;

· определение начальных условий x̂0.

От численного значения параметра ( зависит, насколько быстро будет уменьшаться вес предшествующих наблюдений и в соответствии с этим степень их влияния на сглаживаемый уровень. 

Чем больше значение параметра (, тем меньше сказывается влияние предшествующих уровней и, соответственно, меньшим оказывается сглаживающее воздействие экспоненциальной средней.

Задачу выбора параметра x̂0, определяющего начальные усло​вия, рекомендуется решать следующим образом: 

· если есть данные о развитии процесса в прошлом, то их среднее значение можно принять в качестве x̂0, 

· если таких сведений нет, то в качестве x̂0 использовать исходное (первое) значение xt наблюдения временного ряда.
2 Модель временных рядов с детерминированными трендами
Временной ряд {xt} описывается моделью с детерминированным трендом, если 
xt = f (t, β) + ξt,
где {ξt} – случайный стационарный процесс ошибок наблюдения, M{ξt} = 0, D{ξt} = 
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f (t, β) – заданная с точность до параметра β детерминированная функция времени, которая называется функцией тренда, она описывает изменение среднего значения 
M{xt} = f (t, β).
Выбор функции в качестве тренда является наиболее важным этапом анализа временного ряда, так как ошибка на данном этапе приводит к очень серьезным последствиям, особенно при прогнозировании уровней ряда. Основным инструментом, позволяющим отдать предпочтение той или иной модели, являются

1) приросты уровней ряда:

∆хt = xt – xt – 1, ∆2хt = ∆xt – ∆xt – 1, …, ∆kхt = ∆k–1xt – ∆k–1xt – 1;

2) темп роста 
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3) темп прироста 
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В качестве простейших моделей тренда в анализе временных рядов используются полиномы, экспоненты и логистические кривые.

В теории рядов динамики основные кривые роста, описывающие трендовую составляющую  представлены в таблице.
	Название кривой 
	Вид тренда
	Характеристика подбора
	Характер изменения во времени

	Линейная 
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	∆хt = xt – xt – 1
	Примерно одинаковые

	Квадратичная 
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	Линейно изменяются

	Кубическая парабола
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	Линейно изменяются

	Гиперболическая
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	Уменьшаются 

	Показательная
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	Примерно одинаковые

	Модифицированная показательная
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	Линейно изменяются

	Логарифмическая парабола
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	Линейно изменяются

	Кривая Гомперца
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	Линейно изменяются

	Логистическая кривая
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	Линейно изменяются


Из двух последних столбцов таблицы вытекает, что подбор кри​вых роста осуществляется путем вычисления характеристик прироста уровней ряда, которое выполняется по следующему алгоритму/

1. Производится сглаживание ряда динамики методом скользящей средней (т.е., для каждых m = 2k +1 - нечетных последовательно расположенных уровней ряда вычисляют среднюю величину, далее переходят к расчету средних для уровней x1, x2, … xm+1,  (отбрасывая первый и добавляя следующий за xт+1) и т.д. Общая формула 
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x̅t =
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Данная формула допускает последовательный расчет:

x̅t =
[image: image48.wmf]m
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2. Вычисляют средние приросты по предварительно полученному ряду последовательных разностей соответствующих порядков (абсо​лютных приростов уровней ряда): ∆хt = xt – xt – 1, ∆2хt = ∆xt – ∆xt – 1, ….

Если начало отсчета времени находится внутри интервала сгла​живания длиной т, то общая формула исчисления средних приростов имеет вид:
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Наиболее используемые частные случаи:

a) при m = 3:
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б) при m = 5:
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б) при m = 7:
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Прямое вычисление средних приростов состоит в расчете средних арифметических абсолютных приростов:

а) при m = 3:
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а) при m = 5:
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Общая формула прямого расчета
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3. Образуют ряд производных характеристик от средних прирос​тов, основные типы которых даны в третьем столбце таблицы.

4. Полученный на предыдущем шаге ряд анализируется по при​знаку линейного развития во времени, на основании которого подбирают вид кривой роста (тренда) в соответствии с тенденцией, отмеченной в столбце 4.
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